PREPA COURCELLES DEUXIEME ANNEE

Variations autour de la loi exponentielle

1. Loi du max

Soit (X 1, X2, ,Xn) un n-uplet de variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes une loi

exponentielle de parameétre m.

SoitY = max (Xl,er, ...,Xn)

Fy(x) = P[Y < x] = P[max (X1, Xz, .. Xp) <x| =P[ X; <xn Xy <xN ..n X, <x]
Les variables étant indépendantes :

Fy(x) = P[X; <x].P[X, <x] ..P[X, < x]

Ainsi :

{ Six<0,Fp(x)=0
Six =>0,Fp(x)=(1—e ™)"

La densité s’obtient en dérivant la fonction de répartition. Ainsi :

{ Six<0,fy(x)=0
Six > O,fy(x) = nm(l _ e—mX)n—l

2. Loidu min

Soit (X 1, X2, ,Xn) un n-uplet de variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes une loi

exponentielle de parameétre m.

Soit Y = min (X1, X2, .., Xpn)

P[Y > x] = P[min (X1, Xz, ... Xn) > x| =P[ X; >x0 X, >x0n .0 X, > x]
Les variables étant indépendantes :

PlY > x] = P[ X, > x].P[X, > x] ..P[X,, > x]

PlY >x]=(1—-P[X, <x]).(1—-P[X, <x]) ..(1 - P[X, <x])
PlY>x=(1-(1—-e ™) "= ™MXgix >0etP[Y > x]=0 six <0

{ Six<0,Fp(x)=0
Six =>0,Fp(x)=1—e™*

La densité s’obtient en dérivant la fonction de répartition. Ainsi :

{ Six<0,fy(x)=0
Six =0, fy(x) =nm.e™™*
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3. LoideY = [X] + 1 ou X suit une loi exponentielle de paramétre m

Pour mémoire : P[|X] = k] = P[k < X <k + 1]

Donc :

PlY =kl=P[IX)+1=k]=P[IX| =k —1] =Plk — 1 < X < k] = Fy(k) — Fy(k — 1)
Ainsi :

P[Y =k]=0sik <0

Ply=kl=1—e™ —14emk-D =g mk-D (1 — ¢ ™M)= (e™* L (1-e™)sik>0

Par conséquent : ¥ - G(1 —e™™)

4. LoideZ =Y — X ouY = |X]| + 1 et X suit une loi exponentielle de paramétre m
P[Z<x]=P[Y —X <x] =P[X >Y —x]

Cette probabilité dépend des valeurs que peut prendre Y. Or Y suit une loi géométrique ; donc Y prend
ses valeurs dans N*. Bt 2§ = 1. Donc ([Y =1],[Y =2],....,[Y = +]) forment un systéme
complet d’événements ce qui permet d’appliquer la formule des probabilités totales a [X > Y — x] :

+00 +00

PIZ<x]= P[X>Y —x] =ZP[X>Y—x/Y=k].P[Y=k] =ZP[X>k—x].P[Y=k]
k=1 k=1
Ainsi :
+00 +oo
PZ <x] = 2[1 —(1-—emED] (emk L (1—e™) = Z e Mk=X) (emm)k=1 (1 — g~™)
k=1 k=1
Yoo o-2m
P[Z <x] =(1—e™ ™). em&x+1) Z e 2mk = (1 — g™™M), Mm(x+1), T ooom

k=1
e—Zm

= (1 = e~™), gm(x+1)
PIZ <x]=(1—-eT).e +1'(1—«3—"1)(1+e—m)

Finalement :

e—Zm

P[Z <x] = em+D) ————
Z<x]=e (1+e™)



