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Variations autour de la loi exponentielle 

 

1. Loi du max 

Soit 𝑋!,𝑋!,,… ,𝑋!  un n-uplet de variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes une loi 
exponentielle de paramètre m. 

Soit 𝑌 = 𝑚𝑎𝑥 𝑋!,𝑋!,,… ,𝑋!  

𝐹! 𝑥 = 𝑃 𝑌 < 𝑥 = 𝑃  𝑚𝑎𝑥 𝑋!,𝑋!,,… ,𝑋! < 𝑥 = 𝑃   𝑋! < 𝑥 ∩  𝑋! < 𝑥 ∩  …∩  𝑋! < 𝑥  

Les variables étant indépendantes :  

𝐹! 𝑥 = 𝑃  𝑋! < 𝑥].𝑃 𝑋! < 𝑥  …𝑃[𝑋! < 𝑥  

Ainsi : 

𝑆𝑖 𝑥 < 0,𝐹! 𝑥 = 0
 Si 𝑥 ≥ 0,𝐹! 𝑥 = 1 − 𝑒!!" ! 

La densité s’obtient en dérivant la fonction de répartition. Ainsi : 

𝑆𝑖 𝑥 < 0, 𝑓! 𝑥 = 0
 Si 𝑥 ≥ 0, 𝑓! 𝑥 = 𝑛𝑚 1 − 𝑒!!" !!! 

 

2. Loi du min 

Soit 𝑋!,𝑋!,,… ,𝑋!  un n-uplet de variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes une loi 
exponentielle de paramètre m. 

Soit 𝑌 = 𝑚𝑖𝑛 𝑋!,𝑋!,,… ,𝑋!  

𝑃 𝑌 > 𝑥 = 𝑃  𝑚𝑖𝑛 𝑋!,𝑋!,,… ,𝑋! > 𝑥 = 𝑃   𝑋! > 𝑥 ∩  𝑋! > 𝑥 ∩  …∩  𝑋! > 𝑥  

Les variables étant indépendantes :  

𝑃 𝑌 > 𝑥 = 𝑃  𝑋! > 𝑥].𝑃 𝑋! > 𝑥  …𝑃[𝑋! > 𝑥  

𝑃 𝑌 > 𝑥 = (1 − 𝑃  𝑋! < 𝑥]). (1 − 𝑃 𝑋! < 𝑥 )  … (1 − 𝑃[𝑋! < 𝑥 ) 

𝑃 𝑌 > 𝑥 = (1 − (1 − 𝑒!!")! = 𝑒!!.!.! si 𝑥 ≥ 0 et 𝑃 𝑌 > 𝑥 =0  si 𝑥 < 0	

𝑆𝑖 𝑥 < 0,𝐹! 𝑥 = 0
 Si 𝑥 ≥ 0,𝐹! 𝑥 = 1 − 𝑒!!"#  

La densité s’obtient en dérivant la fonction de répartition. Ainsi : 

𝑆𝑖 𝑥 < 0, 𝑓! 𝑥 = 0
 Si 𝑥 ≥ 0, 𝑓! 𝑥 = 𝑛𝑚. 𝑒!!"#  
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3. Loi de 𝒀 = 𝑿 + 𝟏 où X suit une loi exponentielle de paramètre m 

Pour mémoire : 𝑃 𝑋 = 𝑘 = 𝑃[𝑘 ≤ 𝑋 < 𝑘 + 1] 

Donc : 

𝑃 𝑌 = 𝑘 = 𝑃 𝑋 + 1 = 𝑘 = 𝑃 𝑋 = 𝑘 − 1 = 𝑃 𝑘 − 1 ≤ 𝑋 < 𝑘 = 𝐹! 𝑘 − 𝐹!(𝑘 − 1) 

Ainsi : 

𝑃 𝑌 = 𝑘 = 0 si 𝑘 < 0 

𝑃 𝑌 = 𝑘 = 1 − 𝑒!!" − 1 + 𝑒!! !!! = 𝑒!! !!! . 1 − 𝑒!! = 𝑒!! !!!. 1 − 𝑒!!  si 𝑘 ≥ 0 

Par conséquent : 𝑌 → 𝐺(1 − 𝑒!!) 

 

4. Loi de 𝒁 = 𝒀 − 𝑿 𝒐ù 𝒀 = 𝑿 + 𝟏 et X suit une loi exponentielle de paramètre m 

𝑃 𝑍 < 𝑥 = 𝑃 𝑌 − 𝑋 < 𝑥 = 𝑃[𝑋 > 𝑌 − 𝑥] 

Cette probabilité dépend des valeurs que peut prendre Y. Or Y suit une loi géométrique ; donc Y prend 
ses valeurs dans N*. Et = 1!!

!!! . Donc ( 𝑌 = 1 , 𝑌 = 2 ,… . , 𝑌 = +∞ ) forment un système 
complet d’événements ce qui permet d’appliquer la formule des probabilités totales à [𝑋 > 𝑌 − 𝑥] : 

𝑃 𝑍 < 𝑥 =  𝑃 𝑋 > 𝑌 − 𝑥 = 𝑃 𝑋 > 𝑌 − 𝑥 / 𝑌 = 𝑘 .𝑃 𝑌 = 𝑘 = 𝑃 𝑋 > 𝑘 − 𝑥 .𝑃 [𝑌 = 𝑘]
!!

!!!

!!

!!!

 

Ainsi : 

𝑃 𝑍 < 𝑥 =  [1 − 1 − 𝑒!! !!! . 𝑒!! !!!. 1 − 𝑒!! = 𝑒!! !!! 𝑒!! !!!. 1 − 𝑒!!
!!

!!!

!!

!!!

 

𝑃 𝑍 < 𝑥 = 1 − 𝑒!! . 𝑒!(!!!)  𝑒!!!" =
!!

!!!

1 − 𝑒!! . 𝑒!(!!!).
𝑒!!!

1 − 𝑒!!!
 

𝑃 𝑍 < 𝑥 = 1 − 𝑒!! . 𝑒!(!!!).
𝑒!!!

1 − 𝑒!! 1 + 𝑒!!
 

Finalement : 

𝑃 𝑍 < 𝑥 = 𝑒!(!!!).
𝑒!!!

1 + 𝑒!!
 

 

 


