PREPA COURCELLES DEUXIEME ANNEE

Montrer que F est un sous-espace vectoriel

1. Rappel du théoréme a utiliser
F est un sous-espace vectoriel de £ si :

1. Festnon vide
2. FcE
3. V(x,y)EF3VYAERIX+YVEF

2. Exemples

a. Exemple 1

X1

F = {x = <x2> € M31(R),ax;, + bx; + cx3 =0,(a,b,c) € R*3} est un sous-
X3

espace vectoriel de M3 1 (R)

Démonstration
0

Festnonvidecar| 0 | € F.Eneffet:a.04+b.0+¢c.0=0
0

X1 Y1
Soitx=<x2>EFety= Yo, |€F
X3 y3

Dans ce cas : axq + bx, + cx3 =0etay, + by, + cy3 =0

Soit A € R
X1 }’1 Ax1 +3’1
/1x+y=/1<x2>+ Yo |=| X2+,
X3 Y3 Ax3+ Y,

Montrons que Ax + y € F. Il faut donc montrer que :
a(Axy +y1) + b(Axy + y) + c(Ax3 + y3) = 0z
En remplagant x par Ax + y dans ’expression qui définit F, on a :

a(Axy + y1) + b(Ax; + y2) + c(Ax3 + y3)
= A(ax, + bx, + cx3) + ay, + by, + cys

Or:

axq + bx, + cx3 = 0etay, + by, + cy; = 0.
Donc :

Alaxqy + bxy + cx3) + ay, + by, + ¢y, =0

Ainsi: Ax+y €F
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b. Exemple 2

a b
c d

F+@carM = (8) eF.Eneffet:(‘C‘ Z)(g) = a(g) = (8)

Par ailleurs :

F={MEM‘2_1(R),( )M:aM,aeR*}

- SoitM € F.D¢s lors : M € M5 ;(R), ((cl Z) M = aM
- Soit N € F.D¢slors : N € M1 (R), (Z Z)N =aN

Montrons que : VA € R,AM + N € F.

11 faut donc montrer que :

(‘C‘ Z) (M + N) = a(AM + N)

Partons de la partie droite de 1’égalité, développons et aboutissons a la partie droite de
I’égalité :

(4 Z)(AM+N)=,1(‘C7‘ Z)M+(Z Z)N=AaM+aN=a(AM+N)
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c. Exemple 3

1 - 1 1 . 1
F={M€M‘n(R),<S E>M+M<E S>=0}
1 - 1 1 . 1

0 - 0
F#@QcarM=|: =~ :{]€EF.
0 - 0

06T D6 D0 )T )

Par ailleurs :

1 o 1 1 o 1

- SoitMEF.Déslors:MeMn(R),<E E>M+M<E E)ZO
1 o 1 1 o 1
1 e 1 1 e 1

- SoitN € F.Déslors: N € M,,(R),{: =~ :|N+N|[: =~ :+|=0
1 o 1 1 o 1

Montrons que : VA € R,AM + N € F.

11 faut donc montrer que :

1 - 1 1 - 1
(s s)(AM+N)+(/1M+N)<s s>=0
1 - 1 1 - 1

Partons de la partie droite de 1’égalité, développons et aboutissons a la partie droite de

I’égalité :
1 - 1 1 - 1
o M+ N)+ @AM +N)| o ) =A
1 - 1 1 - 1

1 - 1 1 - 1 1 - 1 1 - 1
A=A<S >M+< E>N+/1M<S >+N< )

1 - 1 1 - 1 1 - 1 1 - 1

1 - 1 1 - 1 1 - 1 1 - 1
( S>M+M<E ) +< E)N+N<S )
1 - 1 1 - 1 1 - 1 1 - 1

A=21

Il
o
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d. Exemple 4

F={MeM,R), ‘M= M}

0 - 0 t/og .- 0 0 - 0
F#@carM=|(: =~ :i|€F.Eneffet: |: =~ :]=[: "~
0 - 0 0 - 0 0 - 0

Par ailleurs :

- SoitM € F.Déslors: M € M,,(R), ‘M =M
- SoitN € F.Déslors: N € M,,(R), ‘N =N

Montrons que : VA € R,AM + N € F.
11 faut donc montrer que :
YAM + N) =AM + N

Partons de la partie droite de 1’égalité, développons et aboutissons a la partie droite de
I’égalité :

fAM +N) = *AM) + ‘(W) =2 ‘M+ ‘N=M+N

e. Exemple 5
F={MeM,(R),AM = MA}

0 - 0 0 - 0 0 - 0
F#+@carM=\{: =~ :|€F.Eneffet:4: =~ :]=|: -~ :+]0=0
0 - 0 0 - 0 0 - 0

Par ailleurs :

- SoitM € F.Déslors : M € M, (R),AM = MA
- SoitN € F.Dés lors: N € M, (R),AN = NA

Montrons que : VA € R,AM + N € F.
11 faut donc montrer que :
A(AM + N) = (AM + N)A

Partons de la partie droite de 1’égalité, développons et aboutissons a la partie droite de
I’égalité :

AQAM + N) = AAM + AN = AMA + NA = (AM + N)A
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f. Exemple 6

a,A*M = 0,A € M,,(R)

n

F = {M € M, 1(R),

k=1
0 - 0
F+@carM=|: =~ :|€F.Eneffet:
0 - 0
n 0 - 0
Z a Al . 1 ]=0
k=1 0o - 0

- SoitM € F.Dés lors :

n
Me Mn,l(R).z a,AKM = 0,4 € M, (R)
k=1

— Soit N € F.Dés lors :

n
N € ]V[n,l(R),z ay AN = 0,4 € M, (R)
k=1

Montrons que : VA € R, AM + N € F. Il faut donc montrer que :

n
Z a A(M + N) = 0,4 € M, (R)
k=1
Partons de la partie droite de 1’égalité, développons et aboutissons a la partie droite de
I’égalité :

n

Z arA¥(AM + N) = s

k=1

n n n n
S = Z agA*(AM) + Z agA¥N = AZ aAFM + Z agA*N =0
k=1 k k=1 k=1

=1



