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Etude d’un projecteur f c’est-à-dire d’une application linéaire f telle que 𝒇𝒐𝒇 = 𝒇 

 

Soit f un endomorphisme de 𝑹𝟑 défini par : 

𝒇 𝒙,𝒚, 𝒛 =
𝟏
𝟐
𝒙 + 𝒚 + 𝒛,𝟐𝒚, 𝒙 − 𝒚 + 𝒛  

1. Montrer que f est un projecteur 

𝑓𝑜𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑓(𝑥) = 𝑓
1
2
𝑥 + 𝑦 + 𝑧, 2𝑦, 𝑥 − 𝑦 + 𝑧 =

1
2
𝑓 𝑥 + 𝑦 + 𝑧, 2𝑦, 𝑥 − 𝑦 + 𝑧  

𝑓𝑜𝑓 𝑥 =
1
2
1
2
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 2𝑦 + 𝑥 − 𝑦 + 𝑧, 4𝑦, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 2𝑦 + 𝑥 − 𝑦 + 𝑧  

𝑓𝑜𝑓 𝑥 = !
!
𝑥 + 𝑦 + 𝑧, 2𝑦, 𝑥 − 𝑦 − 𝑧 = 𝑓. Donc f est un projecteur 

 

2. Déterminer Ker f  

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝑓 ⇔ 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = (0,0,0)⇔
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0

𝑦 = 0
𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0

 

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝑓 ⇔ 𝑥 + 𝑧 = 0
𝑥 + 𝑧 = 0 

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝑓 ⇔
𝑥 = 𝑥
𝑦 = 0
𝑧 = −𝑥

 

Ainsi : 𝐾𝑒𝑟 𝑓 = 𝑉𝑒𝑐𝑡((1,0,−1) 

 

3. Déterminer Im f  

𝐼𝑚 𝑓 = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑓 1,0,0 , 𝑓 0,1,0 , 𝑓(0,0,1) 

𝐼𝑚 𝑓 = 𝑉𝑒𝑐𝑡( 1,01 , 1,2,−1 , 1,0,1 = 𝑉𝑒𝑐𝑡( 1,01 , 1,2,−1 ) 

 

4. Démontrer que 𝓕 = ( 𝟏,𝟎,−𝟏 , 𝟏,𝟎𝟏 , 𝟏,𝟐,−𝟏 ) est une base de 𝑹𝟑 
 
− Montrons d’abord que ℱ est une famille libre. Pour cela, considérons : 

𝑎 1,0,−1 + 𝑏 1,01 + 𝑐 1,2,−1 = (0,0,0)⇔
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0

2𝑐 = 0
−𝑎 + 𝑏 − 𝑐 = 0

 

Le système peut encore s’écrire : 

𝑎 + 𝑏 = 0
𝑐 = 0

−𝑎 + 𝑏 = 0
⇔

𝑎 = 0
𝑏 = 0
𝑐 = 0

. Donc ℱ est une famille libre.  

− Montrons maintenant que ℱ est une base. C’est le cas car Card ℱ = 3 = dim𝑅! 


