PREPA COURCELLES PREMIERE ANNEE

LOI NORMALE

Remarque liminaire importante

2

Dans tout ce paragraphe, admettra que f e 2 dy= N2 .

Soit X une variable aléatoire continue suivant une loi normale de paramétres m et o dont la
densité est f. On a :

1 _1 X=m

2 o
.e avec o >0
o~\27w

X— N(m,0?) = VxENR, f(x)=

‘ 1°) Montrons que f est bien une densité

* fest continue sur R
* fest positive car I’exponentielle est toujours positive et o >0

e Montrons que f m S (x)dx=1.

Lxmmye

+ L e
[ s = a\/ﬂ'f-we

X
Posons u=

pour se ramener a I’intégrale de la remarque liminaire.
o

u-—-m

Dés lors x=¢ (u)=ou + mdonc @’ ()= o et ¢~ (u)=

Par conséquent : comme >0, ¢! (-0 )=- et ¢! (+® )=+, dou:

—Lanz

o0 1 4+ oo 1
f S (x)dx= . f e > odu=0 —— f e ? du /27 compte tenu
- o2 J-= a\/_ \/ﬂ

du résultat admis de la remarque liminaire. Conclusion : f f (x)dx=1.

Trés important: désormais, lorsqu’on recontrera, dans une ¢épreuve de concours,
2

+ o0 _x- . . , r 7 . 7 7 \
f_oo e 2z dx, on pourra dire que cette intégrale généralisée est égale a v 2m car :

x2
1. Lafonctionf: x —» f(x) = .e 2 est la densité de probabilité de la loi normale

centrée réduite.

5l
S

52

2. Donc fjozo\/%_n.e_7.dx = 1.

x2
3. En d’autres termes : f::o e zdx = Vim
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‘ 2°) Montrons que m représente I’espérance mathématique (ou la moyenne) de X.

oo 1 oo 1 x-ms,
B0~ [T (e [ xe 2 g

Utilisons le méme changement de variable qu’au 1°). Dés lors :

1 s —w? 1 o ) 1 o ()
E(X)= f (ou+m)e > odu=o f oue X duto f me 2 du
o~N2r I o2 I o2 I
1 se —twp 1 oo Ly
=0 —. we? dut——m{( e? du.
N2 L" N2 L"
s )
Calculons J= f ue > du
J=[-e'2] =[e_2] =0-0=0
Donc E(X)= b m( .e_%(u)2 du - m. /27 compte tenu du résultat admis de la
\/2]1'. L" . \/2]1'. .

remarque liminaire.

es|
>
[
=]

Conclusion :

‘ 3°) Montrons que o représente I’écart type de X.

Il convient, en d’autres termes de montrer que V(X)= o

Commengons par calculer E (X?)

X-m.,

1 w2
f x’e 2 7 dx.

o2

E(XY)= f+°°x2 F(x)dx=
Utilisons encore le méme changement de variable qu’au 1°). Dés lors :

1

o2

1

1
400 ——(u)
E(X%)= > f (0*u® +2mou+m*)e > odu
aT I

40 ~y
f (ou+m)’e? odu=
. o

_l(u)z

! f:m2e 2 odu

400 Ly
= f o’u’e ? odu+t
o2 Y

1

o277

1

o2

400 Ly
. f 2moue *  odu+t
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1. 15 12
—(u) 1 Foo ——(u) 1 Foo ——(u)
2 du+—.2amf ue 2 du+—.m2f e 2

1 2 (2 7
= .0 ue
= - 7= 7=

Les deux dernieres intégrales ont déja été rencontrées précédemment. Il reste alors a calculer :
[P

)
K=f u’e ? du.Pourcela:

du

L
1 © ()
étudions K= f “ure " du
a) Préciser la valeur de K, si n est impair
b) Exprimer K, en fonction de K, »
¢) En déduire K, en fonction de n

x2

a) Soit g(x)=x"e 2

x2

Si n est impair alors g(-x)=- x"e 2 =-g(x) donc g impair. Dés lors f +w g(x)dx=0

b) Pour exprimer K, en fonction de K, ,, il convient de procéder par intégration par parties.
En effet, en utilisant la formule d’intégration par parties : f u'v=uv - f uv', on constate que si

v est une fonction dont 1’exposant est n alors v’ est une fonction dont I’exposant est n-1 [(x")’
= nx"']. En outre, pour obtenir une relation entre I, et I, il convient de partir d’une
expression de f;, en fonction de n-1 par factorisation.

. 0% o )
A1n51:Kn=f u'e 2 du=f x"".xe ?  du
(NB : u est une variable muette : en d’autres termes, elle n’apparaitra pas dans le résultat final.
Aussi, remplacer u par x — afin de pouvoir utiliser les notations habituelles pour I’intrégation
par parties - ne change rien.

x? x?

Soitw”’=xe 2 =u=—¢ 2
et soit v=x"" =v’=(n-1)x">.

_ﬁ +°° +oo _l(x)z
D’ou: K= [-x""e 2 +(n-1)f x"?xe ? dx.

-

x2

Or lim x""'e 2 =0 quand x tend vers +o et - . Donc : Ky= (n-1)Ky

c¢) Ecrivons alors tous les termes pairs :

K.=1.Kp
K= 3. K
Ke=5. K4
K
o
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K2k = (21(-1) K;_qh'z
En multipliant membre a membre :
Kok = (2k-1)....5.3.1.K,.

Multiplions (afin de faire apparaitre des factorielles) et divisons simultanément par les termes
pairs :

1.2345..2k=1D.2k) , _ (2k)! 20!

K 24...(2k) O 2xD)(2x2)...(2xk) C 2Kk

0

1
OrK()Zf_+ e_z(X) dx=~21

|
Finalement : Ky = (2kk)'. 27

2k

11 est ainsi possible de calculer E(X?)

1 s W) 1 s ) 1 b W)’
EX)= —. 0" 2p 2 +—2 2 +——.m’ 2
(X5 \/Eof_wue du N amj:wue du mmﬁwe du
1 1 1
EX)= ——. 0Kyt —— .2 0 mK;+ ——. m’K.
%) N2 ? N2 : N2 ’

|
Or : Ko= (22’1611')\/2;;:\/2”

K;=0 (car ’indice 1 est impair)

K():\/zﬂ .
Donc : E(X%)= L o’ 2w +L. m> 27 =0+ m?

V2x V2x

V(X)= EX3)-[EX)=0°+ m*-m’.

Conclusion : [V(X) =0 :
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‘ 4°) Etudier la fonction de répartition F et la densité f de X

a) courbe de F

F est croissante (cf. : propriétés des fonctions de répartition).
Lim F(x) quand x tend vers - = J:_ : f(x)dx=0 donc la courbe de F admet y=0 pour asymptote
horizontale.
Lim F(x) quand x tend vers + o= f : f(x)dx=1 car f est une densité donc la courbe de F

admet y=1 pour asymptote horizontale.

b) courbe de f

1 x-m,
f(x)= ! .e 2 9 avec o >0
o277
1 1 _x=m 1 -2&2  x-m L&y
P(x) = - Lo Xom L e Xmm 5
o2m 2 o O o2

Comme I’exponentielle, I’écart type et la racine carrée sont toujours positifs, le signe de (x)
est celui de —(x-m)=m-x.

Or m-x>0 si x<m.

Donc f est croissante si x<m et f est décroissante si x>m.

Et x=m est donc le maximum de f.

5°) Etude des propriétés de la loi normale centrée réduite suivie par X*.

1
_7x2

2

1
X* =N ;)<= VxeNR, f(x)= .e
N2t
a) Montrer que X —=N(m ; o)< X* —N(0 ;1) en utilisant la fonction de répartition de X.

b) Montrer que P (-x)=1-P (x) ou ® est la fonction de répartition de la loi normale centrée
réduite

a) Montrons d’abord que X — X — N(m,0%)= X*—=N(0 ;1)

1 Ltmmy
. f e? 7 dt
o~\2mr I

1 t-m
X_m<x]=P[X<ox+m]= ! f”m (

X — N(m,02) = P[X<x]=

— P[X*<x]=P]
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Posons u= pour se ramener a I’intégrale de la remarque liminaire
o
\ , _ u-m
Dés lors t=¢ (u)=ou + mdonc @’ (u)= o et ¢~ (u)=
. 1 wy? Ly . .
D’ou : P[X*<x] = f e? odu= 2" du . On reconnait alors la fonction de

1
o2r’ E‘ﬁf

répartition de la loi normale centrée réduite donc X* —N(0 ;1)
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Montrons maintenant que X* —=N(0 ;1) = X—=N(m; o)

X—m

= —7<>

1
:E'L" dt.

X=X =7 Gone PIX<x]=P[ o * +m <x]=P[X*<>

Posons t=2 """ De¢s lors t=¢ (u)= “-

™ donc ¢’ (u)= iet ¢ (w=ou+m.
o o

lum 2

N R S I

On reconnait alors la fonction de répartition de la loi normale donc X —=N(m ;o)

Ainsi : P[X<x]= P[X*<

1 5
b) ® (x)= %fﬁ o
— )

Soit u=-t. Dés lors : Dés lors t=¢ (u)=-u donc ¢ (u)=-1 et ¢~'(u)=-u. Ainsi :
O () 1 fr 0 P +w€_%(t)2dt_ 1 " —%(r)zdt fr _%mzdt)

-X)= - —. . = —. e -[e

N2 I \/2]1’ f* N2 f—‘” -

1 4o —? 1 Loy 1 Loy
= [C = [ A =1 = [P A =1- (x).
N2 f“” N2m I N2 I



