PREPA COURCELLES 2° année

Détermination d’un intervalle de confiance asymptotique :

application du théoréme limite central

1. Notations et hypothéses
Soit X une variable aléatoire dont la loi est connue mais dont un paramétre est inconnu.

Soit un n-uplet (X4, X5, ..., X,) qui forme un n-échantillon de la loi de X. Ainsi, X, X5, ..., X;, sont
des variables aléatoires définies sur le méme espace probabilis¢ (2, 4, P), mutuellement
indépendantes et de méme loi que X. Ce n-échantillon est constitué en vue d’estimer le paramétre
inconnu de la loi de X.

Soit E(Xy) = E(Xy) = - = E(X,) =m
EtV(X) = V(Xp) = = V(Xy) = 0

Soit par ailleurs : X, = % X

Dés lors :
E(X,) = E( ) Z LEX) = % tom= —.nm = m par linéarité de 1’espérance.
n n
_ 1 1~ , 1, d?
V(Xn)=V EZ ZV(Xi)=F_1O- =n—2.n0 =7
=1 =1 1=

L’hypothése d’indépendance des n variables de 1’échantillon a ainsi permis de transformer la
variance de leur somme en somme des variances

2. Rappel du théoréme limite central

Xn—E(Xn)

Soit X;, = e

Dans ce cas : lim,_, Pla < X; < b] = \/_f e dt = @(b) — ¢(a)

3. Définition d’un intervalle de confiance

On appelle un intervalle de confiance asymptotique de g(68) au niveau de confiance 1 — a une
suite ([Up, V) ps1 Vvérifiant :

pour tout 6 €0, il existe une suite de réels (a,,) a valeurs dans [0,1], de limite o telle que Vn = 1,
Po(Up<g@) < V) =21-ay,

Par abus de langage, on dit que [U,, V] est un intervalle de confiance asymptotique
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4. Existence et expression d’un unique réel positif ty tel que P[—ty < X *<ty] =1—- «
Pl—ty < X*<ty]=2.0(ty) —1=1—-«
Dés lors : 2. ¢(tg) =2 — a donc @(ty) =1 —%
Or0< a <ldonc:—1< —a <Oet 1-2<1-% < 1soits<q(ty) <1
La fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, ¢, est définie et continue sur R.

On sait que @(0) = % et lim,_, . @(x) = 1. Dés lors, par théoréme des valeurs intermédiaires,

Aty € R+, @(ty) =1 —g.

X O tO +OO
a 1
/
p(x) | 1
2

Or ¢ est strictement monotone (croissante) donc, par théoréme de la bijection, ty est unique.
Et:t0=<p_1(1—%)

5. Application du théoréme de la limite central

limy, e P[—to < X, < o] = 20(ty) — 1
= 2o (1-3)] -1=2(1-9) -1
=1— «
Ainsi ;
X, —EX,)
lim P |-t SMSt]ﬂL—a

En remplagant I’espérance et la variance et de X,, par leurs valeurs respectives déterminées dans la
premicre partie de cette fiche :

. n—m
lim P|-tgS —5—< f|=1-a
n—oo -

Vn
Donc :
lim P|—t ? <X, <t d 1
im —tg—=< -m< —|l=1—-a
Nes00 0 n n O\/ﬁ
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Et finalement :

— g S o
llmP[Xn_ tO_S mS Xn+t0_ =1_a

n—co Vn Vn

avec to =@ ! (1 - %)

Conclusion :

[X_n - tO\/iH ; Xn + to \%] est un intervalle de confiance asymptotique pour m au niveau de

confiance 1 — «



