PREPA COURCELLES DEUXIEME ANNEE

CONVERGENCE EN PROBABILITE ET CONVERGENCE EN LOI

Rappels de cours
Définition

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires définies sur (£, A, P).

Pour tout entier naturel n, on note F, la fonction de répartition de X,,.

Soit X une variable aléatoire également définie sur (£, A, P) et de fonction de répartition F.

On dit que la suite (X;,),en converge en loi vers X si, en tout point x ou F est continue, on a :
lim £, (x) = F(x)

Théoreme

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires discrétes et X une variable aléatoire discréte.
On suppose que les X,, et X sont a valeurs dans Z.
La suite X, converge en loi vers X si et seulement si :

vk € Z,rlli_r)goP(Xn =k)=PX =k)

1. Convergence de la loi hypergéométrique vers la loi binomiale

(%))
On admet que X, =H(N, n,p) < P(X,, =k) = %

Montrons que lim,,_,o, P(X;, = k) = P(X = k) ou X suit une loi binomiale B(n,p)

Préliminaire 1

(Np): (Np)! _ Np(Np-1)..(Np -k +D)(Np —k)..2.1 _Np(Np-1)..(Np -k +1)
7 KN(Np - k)! kK(Np -k)..2.1 k!

Préliminaire 2

(Nq — (NQ)'

k(= k) (Ng —n+k)!

_ Ng(Ng -1)..(Ng-n+k+1)(Ng-n+k)..2.1 _ Ng(Ng-1)..(Ng-n+k+1)
(n-k)!(Ng-n+k)..2.1 (n-k)!

Préliminaire 3

(e N NN =n s DN =n).20 NV =1).(N=n+ )
" (N -n)! n(N -n)..2.1 n!
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Préliminaire 4

Np(Np-1)...(Np-k+1) = (Np-  0)(Np-1)...[Np-(k-1)] =(Np)* au voisinage de I’infini.

Préliminaire 5

Ng(Ng-1)...(Ng-n+k+1) = (Ng-0)(Ng-1)...[Ng-(n-k-1)] =(Nq)"* au voisinage de I’infini.

Démonstration de la convergence

Np(Np =1)...Np -k +1) Nq(Ng -1)...Ngq-n+k+1)
k! ' (n-k)!
N(N=1)..(N-n+1)
n!
d'aprées les préliminaires 1 et 2 pour le numérateur et le préliminaire 3 pour le dénominateur.
De plus, en réduisant le nombre de traits de fractions :

Donc : P[X,,=k] =

P[X, =k] = Np(Np -1)..(Np -k +1)Ng(Ng -1)....Nqg -n+k +1) n!
" K\(n-k)! " N(N-1D..(N-N+1)
n!
Remarque 1 : —————= (7
a kl(n - k)! )
Remarque 2 :

N(N-1)...(N-k+1) = (N-0)(N-1)...[N-(k-1)] = N au voisinage de I’infini.

k n—-k
Ainsi : P[X,,=k] =~ (,;)(Np)% au voisinage de I’infini, d’aprés les remarques 1 et 2 et
les préliminaires 4 et 5.

(1}:) Nkpan—kqn—k

En d’autres termes : P[X,,=k] = Y

au voisinage de I’infini. En simplifiant

par NE:
P[X,=k] = (Z)pkq“'k ce qui correspond a I’expression d’une loi bindomiale B(n ;p).

Conclusion :

H(N ; n ; p) converge vers B(n ; p) quand N est grand

NB : On utilisera I’approximation de la loi hypergéométrique par la loi bindmiale lorsque
N>10n.
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2. Convergence de la loi binomiale vers la loi de Poisson

X(Q) =[0;n N

Rappel : X —=B(n, p) <
PIX =k1=C,p'q"™"

Soit A=np soitp = & De¢s lors :
n

| k n—-k k ' . _& P _ ~
Pk = — (A} (12A) = A ey Al D..(n=k+)
K(n-k)!'\n n k! (n-k)n Kl »

(n-)In(-2)
n .

e

=0 -

n n n

Or - nn=1..n-k+1)_ (n-0)(n-1..[n-(k-1)] n*

De plus : In(1+x) = x au voisinage de 0. Or, si n est au voisinage de I’infini, alors — est au
n

voisinage de 0. Par conséquent, pour n au voisinage de I’infini, on peur écrire :

ln(l-i) ~ - i Ainsi :
n

n
A eod) . e , , .
P[X=k] = o e n~ pour n au voisinage de I’infini. Et, en développant I’exponentielle :
A — Ak :
P[X=k] = o e " .Mais sin tend vers I’infini, alors —tend vers 0. Finalement :
! n

k
P[X=k] = % e™* ce qui correspond & 1’expression d’une loi de Poisson P (/'L)

Conclusion :

B(n ; p) converge vers P (/'L) avec A=np quand n est grand

NB : On utilisera I’approximation de la loi bindmiale par la loi de Poisson lorsque les 3
conditions ci-apres sont simultanément vérifiées :

p=0,1
n =30
np <15
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3. Théoréme de la limite centrée

Soit X;, Xy, ..., X, une suite de n variables aléatoires réelles discrétes ou continues. Ces n
variables ont, par hypothése, les caractéristiques suivantes :

* elles suivent toutes la méme loi de probabilité ;

* elles ont toutes la méme moyemme m et la méme variance o ;

* elles sont 2 a 2 mutuellement indépendantes.

. 1 : -m : : s
Soit Z, = — ) X, etsoit Z,* = —= . Dés lors : Z,* suit une loi normale centrée réduite.
n4&

THQ

En d’autres termes : lim P[Z i<z <I)(z) quand n tend vers ’infini.

Exemple de synthése sur les convergences en probabilité et en loi : extrait de HEC 2001
Maths 1 option économique

On réalise une suite de lancers indépendants d’une piece de monnaie équilibrée. On associe a
cette expérience une suite (X,), n >0 de variables aléatoires indépendantes suivenat la loi de
Bernoulli de parametre %2 . Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on pose :

Si=X;+Xo+ ... +X,.

1. a. Déterminer la loi de probabilité de S,
b. Quelles sont I’espérance et la variance de S, ?

2. a. Montrer que, pour tout réel ¢ strictement positif, on peut trouver une constante K. telle
que, pour tout entier n sup€rieur ou égal a 1, on ait I’inégalité :

P[ zg]sKe

n
b. Déduire de la majoration obtenue quen pour tout réel r vérifiant 0<r<1/2,on a :
n 1

n

S, 1

n

n 2

lim P
n

> Lr] = 0quand n tend vers +

3. Montrer, a I’aide du théoréme de la limite centrée que la suite définie pour tout n supérieur
ouégal a1l par:

N N
n 2_\/Z

admet une limite non nulle.

l.a. S, correspond, par hypothese, a une somme de n variables de Bernoulli identiques (car
toutes de parameétre Y4 et indépendantes. Donc S, suit une loi bindmiale de parameétres n et 7% :
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b. E(Sn) =n. V2= getV(Sn)Zn. 1/2.(14/2):3

4. Appelons Z, la variable définie par Z,, = S, et appliquons lui I’inégalité de Bienaymé-
n

Tchébycheff. Pour cela calculons E(Z,) et V(Z,) :

S 1 1 n 1
E(Z)=E(—2)=—-ESy)=—.— = —
(Z») (n) » (Sn) 573

S 1 1 n 1
V(Z,)=V(—2)= —=V(S)=——=—
() (n) n’ (50) n* 4  4n

On peut alors écrire :

: . VZ
Pour tout réel ¢ strictement positif : PUZn -E(Z,))|= g]s ( 2")
£
Soit encore : P Zn—lzs = 12 < P 5 _1 2¢e|< 12
2 4dne n 2 4ne
. 1
Des lors : Ke = —
£

b. Appliquons de nouveau a Z, I’inégalité¢ de Bienaymé-Tchébycheff et posons & = Ly Deés
n

lors :

{

Pour passer a la limite, remarquons que, comme 0<r<1/2 alors : 0<2r<1 donc —1<-2r<0 et

-
2

1 1

z—ls—.n2r© P[ !

Z, -~
2

1 1

2 —|<s—75
n 4n n" 4dn~

. . 1 e
finalement : 0<1-2r<I. D¢s lors : lim mz 0 quand n tend vers I’infini. Enfin comme une
n
probabilité est positive, on en déduit, grace au théoréme des gendarmes, que

1

lim PHZ "7 = 0 quand n tend vers I’infini.

> —
r

n

) Z -
5. Soit Z,* = = m avec :
o

Jn

m=EX)=EXy)=... = EX,) = %et o= V(X)=V(X,)=..=V(X,)= %%z%
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- . .. , . N Z —-m )
Pour utiliser le théoréme de la limite centrée, faisons apparaitre Z,* = —- a partir de la
o

Jn

suite dont on doit démontrer que la limite est non nulle. Ainsi :

P[
—1- pﬂ Z *
=1-(P-2<7*<2).

Or quand n tend vers I’infini, le théoréme de la limite centrée permet d’écrire que :

P[Z,*<z] = (I)(z) ou (I)(z) représente I’image du réel z par la fonction de répartition de la loi
normale centrée réduite.

S, 1

n n

n 2 no 2

S, 1

\ :
~1|=p| =l o|=pll__“4l,
T B 172

Jn 2Wn In

n 2_\/;

S_"_l‘>ii|: P

Ainsi :

P[n”—— %} Pz, 4=2=1-[®(2)-o(-2)]
= 1-[D(2)-1+D(2)]

=2- 2<1>()

=211- (I)( ) qui est bien un réel non nul.



