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Convergences et approximations 
 
1. Inégalité de Markov 

 
a. Enoncé 

 
Si X est une variable aléatoire à valeurs positives et admettant une espérance, 

∀𝑎 > 0,𝑃 𝑋 ≥ 𝑎 ≤
𝐸(𝑋)
𝑎  

 
b. Démonstration 

 
• Cas où X est une variable discrète 
 

Soit 𝑥!, 𝑥!,… . , 𝑥! les valeurs prises par X et 𝑝! = 𝑃(𝑋 = 𝑥!). 
 
Par définition : 

𝐸 𝑋 = 𝑥!
!∈!

 𝑝! 

et cette série est à termes positifs ou nuls. Dès lors : 

𝐸 𝑋 ≥ 𝑥!
!!!!

 𝑝! ≥ 𝑎
!!!!

 𝑝! ≥ 𝑎 𝑝!
!!!!

  

Donc : 
 
𝐸 𝑋 ≥ 𝑎𝑃 𝑋 ≥ 𝑎  
 
En d’autres termes : 
 

𝑃 𝑋 ≥ 𝑎 ≤
𝐸(𝑋)
𝑎  

 
• Cas où X est une variable continue 
 

Soit f une densité de X. Puisque X prend des valeurs positives, ∀𝑥 < 0, 𝑓 𝑥 = 0 
 
Donc : 

𝐸 𝑋 = 𝑡𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = 𝑡𝑓 𝑡 𝑑𝑡 ≥ 𝑡𝑓 𝑡 𝑑𝑡
!!

!

!!

!

!!

!!
≥ 𝑎 𝑓 𝑡 𝑑𝑡

!!

!
 

Donc : 
 
𝐸 𝑋 ≥ 𝑎𝑃 𝑋 ≥ 𝑎  
 
En d’autres termes : 
 

𝑃 𝑋 ≥ 𝑎 ≤
𝐸(𝑋)
𝑎  
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2. Inégalité de Bienaymé-Tchébychev 
 

a. Enoncé 
 

Si X est une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2, 

∀𝜀 > 0,𝑃 𝑋 − 𝐸(𝑋) ≥ 𝜀 ≤
𝑉(𝑋)
𝜀!  

 
b. Démonstration (déjà requise à l’épreuve de maths 2 de l’ESSEC) 

 
D’après l’inégalité de Markov appliquée à une variable Y : 
 

𝑃 𝑌 ≥ 𝑎 ≤
𝐸(𝑌)
𝑎  

 
Soit : 𝑌 = 𝑋 − 𝐸(𝑋) ! 
 
Dès lors : 
 
𝐸(𝑌) = 𝐸( 𝑋 − 𝐸 𝑋 !) = 𝑉(𝑋) 
 
Ainsi : 

𝑃 𝑋 − 𝐸(𝑋) ! ≥ 𝑎 ≤
𝑉(𝑋)
𝑎  

 
Soit : 𝑎 = 𝜀! 
 
Dans ce cas : 

𝑃 𝑋 − 𝐸(𝑋) ! ≥ 𝜀! ≤
𝑉(𝑋)
𝜀!  

 
soit encore : 
 

𝑃 𝑋 − 𝐸(𝑋) ≥ 𝜀 ≤
𝑉(𝑋)
𝜀!  
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3. Loi faible des grands nombres 
 

a. Enoncé 
 

Soit 𝑋! !∈!∗  une suite de variables aléatoires indépendantes admettant une même 
espérance m et une même variance et soit, pour tout 𝑛 ∈ 𝑁 ∗,𝑋! =

!!!!!!⋯!!!
!

, 
alors, ∀𝜀 > 0, lim!→! 𝑃 𝑋! −𝑚 ≥ 𝜀 = 0 
 

a. Démonstration 
 
Il s’agit d’appliquer l’inégalité de Bienaymé-Tchébychev à 𝑋! : 
 

𝑃 𝑋! − 𝐸(𝑋!) ≥ 𝜀 ≤
𝑉(𝑋!)
𝜀!  

 
Or : 
 

𝐸 𝑋! = 𝐸
𝑋! + 𝑋! +⋯+ 𝑋!

𝑛 =
1
𝑛𝐸 𝑋!

!

!!!

=
1
𝑛 𝐸(𝑋!) =

1
𝑛 𝑚 =

1
𝑛 𝑛𝑚

!

!!!

!

!!!

 

Finalement : 
 
𝐸 𝑋! = 𝑚 
 
Par ailleurs : 
 

𝑉 𝑋! = 𝑉
𝑋! + 𝑋! +⋯+ 𝑋!

𝑛 =
1
𝑛! 𝑉 𝑋!

!

!!!

=
1
𝑛! 𝑉(𝑋!)

!

!!!

 

 
car 𝑋! !∈!∗ est une suite de variables aléatoires indépendantes 
 
Soit : 𝜎! = 𝑉 𝑋! = 𝑉 𝑋! = ⋯ = 𝑉(𝑋!) 
 
Dès lors : 
 

𝑉 𝑋! =
1
𝑛! 𝑉(𝑋!)

!

!!!

=
1
𝑛! 𝑛𝜎

! =
𝜎!

𝑛  

Ainsi, en reportant dans l’inégalité de Bienaymé-Tchébychev : 
 

𝑃 𝑋! −𝑚 ≥ 𝜀 ≤
𝜎!

𝑛𝜀! 
 
Or une probabilité est positive et lim!→!!

!!

!!!
= 0 

 
Par théorème des encadrements, on en déduit que ∀𝜀 > 0, lim!→! 𝑃 𝑋! −𝑚 ≥ 𝜀 = 0 
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4. Convergence en loi 
 

a. Définition de la convergence en loi d’une suite 𝑋! !∈!∗ de variables aléatoires 
vers une variable aléatoire X 
Une suite  𝑋! !∈!∗  de variables aléatoires converge en loi vers X si 
lim!→! 𝐹!! 𝑥 = 𝐹!(𝑥) 
 

b. Cas où les 𝑋!, 𝑛 ∈ 𝑁 ∗, prennent leurs valeurs dans Z 
Une suite  𝑋! !∈!∗ de variables aléatoires converge en loi vers X si et seulement 
si lim!→! 𝑃 𝑋! = 𝑘 = 𝑃 𝑋 = 𝑘  
 

c. Convergence d’une suite de variables aléatoires suivant la loi binomiale 𝐵 𝑛, !
!

 
vers une variable aléatoire suivant la loi de Poisson 𝑃(𝜆) 

 
 
5. Théorème limite central 
 

Si 𝑋! !∈!∗ une suite de variables aléatoires indépendantes, de même loi, et admettant 
une variance 𝜎! non nulle, la suite des variables aléatoires centrées réduites  
𝑋! ∗= 𝑛. !!!!

!
 associées aux variables 𝑋! =

!!!!!!⋯!!!
!

, 𝑛 ∈ 𝑁 ∗, converge en loi vers 
une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. 

D’où : pour −∞ ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ +∞, lim!→! 𝑃 𝑎 ≤ 𝑋!∗ ≤ 𝑏 = !
!!
𝑒!

!!

! 𝑑𝑡!
!  

 
 

6. Exemples d’approximations 
 

a. Approximation de la loi binomiale par la loi normale  
𝐵(𝑛,𝑝) ⇢ 𝑁(𝑛𝑝,𝑛𝑝𝑞) 

 
b. Approximation de la de Poisson par la loi normale  

𝑃(𝜆) ⇢ 𝑁(𝜆, 𝜆) 
 

	


