PREPA COURCELLES

Convergences et approximations

1. Inégalité de Markov

a. Enoncé

Si X est une variable aléatoire a valeurs positives et admettant une espérance,

E(X)
Ya>0,P[X>a]l <=

b. Démonstration
* (Cas ou X est une variable discréte
Soit xg, X4, ..., X, les valeurs prises par X et p; = P(X = x;).

Par définition :

E(X) =in Di

iEN
et cette série est a termes positifs ou nuls. Dés lors :

E(X)szipizzapizazpi
xiza

xiza xiza
Donc :

E(X) = aP[X = a]

En d’autres termes :

mxzd<E“)

a

e (Cas ou X est une variable continue

Soit f une densité de X. Puisque X prend des valeurs positives, Vx < 0, f(x) =0

Donc :

E(X) = fm tf(t)dt = fm tf(t)dt = f+ootf(t)dt > af+oof(t)dt
—0o0 0 a a

Donc :

E(X) = aP[X = a]

En d’autres termes :

mxzd<E“)

a
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2. Inégalité de Bienaymé-Tchébychev

a. Enoncé

Si X est une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2,

Ve > 0,P[|X —E(X)| = €] <

b. Démonstration (déja requise a l’épreuve de maths 2 de [’ESSEC)

D’apres I’inégalit¢ de Markov appliquée a une variable Y :

P[Y 2 a] < EX)

a
Soit: Y = [X — E(X)]?
Dés lors :

E(Y)=E(X-E)I*) =V(X)

Ainsi ;

V(X
P[[X—E(X)]2 >al < (a )
Soit: a = €2
Dans ce cas :

V(X
Pl[[X —EX)])? = %] < 52)
soit encore :

V(X

PIIX —E(0)| 2 €] < —3
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3. Loi faible des grands nombres

a. Enoncé

2° année

Soit (X;)nen« une suite de variables aléatoires indépendantes admettant une méme

, R ) . ——  Xi+Xp++X
espérance m et une méme variance et soit, pour toutn € N x, X,, = =—2——=

- n
alors, Ve > 0,lim,,,,, P[|X,, —m| = €] =0
a. Démonstration

Il s’agit d’appliquer I’inégalité de Bienaymé-Tchébychev a X,, :

V(Xyn)

Pl — EC)| 2 €] < ="
Or:

X+ X+ 4 X\ 1 [ 1w 1w 1
— 1 2 n
E = = — L = — ) = — = —
(Xn) E( n ) nE<ZXl) an(Xl) nzm nm

i=1 i=1 i=1

Finalement :
E(X,) =m

Par ailleurs :

n n
VG = v (F ) < n—2V< Xi) S=PAL0
=1 i=1

l

i=

car (X, )nen~ €St une suite de variables aléatoires indépendantes
Soit: a2 =V(X)) =V(Xy) ==V (X,)

Deés lors :

1y 1, o
V(Xn) = ﬁz V(Xn) = n—Z‘I’lO' = 7
i=1

Ainsi, en reportant dans ’inégalité de Bienaymé-Tchébychev :
Pl|X, —m|=¢€] < e

2
Or une probabilité est positive et lim,,_, ;o ;? =0

Par théoréme des encadrements, on en déduit que Ve > 0,lim,,_,., P[|X, —m| =] =0
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4. Convergence en loi

a. Définition de la convergence en loi d’une suite (X, ) ey« de variables aléatoires
vers une variable aléatoire X
Une suite  (X,)pen« de variables aléatoires converge en loi vers X si

lim,,_,o, Fx, (x) = Fx(x)

b. Casoules X,,, n € N *, prennent leurs valeurs dans Z
Une suite (X,,),en~ de variables aléatoires converge en loi vers X si et seulement
silim, . P[X, = k] = P[X = k]

c. Convergence d’une suite de variables aléatoires suivant la loi binomiale B (n, r—l)
vers une variable aléatoire suivant la loi de Poisson P (1)
5. Théoreme limite central

Si (X,,)nens une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi, et admettant

une variance ¢ non nulle, la suite des variables aléatoires centrées réduites
X1+X2+"‘+Xn

 — Xn—m ., . - .
Xy *x=+n. ”a associées aux variables X,, = ,n € N *, converge en loi vers

une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.

_ i
D’ol : pour —o0 < a < b < +00,limy,_,o, Pla < X; < b] = [ \/T_ne_Zdt

6. Exemples d’approximations

a. Approximation de la loi binomiale par la loi normale
B(n,p) > N(np,npq)

b. Approximation de la de Poisson par la loi normale
P(A) > N(A, 1)



