PREPA COURCELLES DEUXIEME ANNEE

Critére intégral de Cauchy

1. Enoncé
Soit f'une fonction définie, positive et décroissante sur [1, +oo].

Soit Vn € N*, u, = f(n)
Dés lors, la série ), u, converge <!’intégrale | 1+°° f(t)dt converge

2. Démonstration

Par hypothese, f est décroissante. Dés lors :
vneN*,Vxe[nn+1],f(n+1) < f(x) < f(n)
En d’autres termes u, 41 < f(x) < u,

Enintégrantdenan+ 1:

n+1 n+1 n+1
f Upprdt < f f)dt < f u,dt
n n n

n+1 n+1 n+1
un+1f dt Sf f®dt < unf dt
n n n

Or:
n+1
f dt=n+1—-n=1
n
Ainsi ;
n+1
wr < [ FOE S

n

En remplacant & par n et en sommant chacun des 3 termes :

n nok+1 n
Dunsy | fodrs )
k=1 k=1"k k=1
Soit encore :
n+1 n

Z U — U < fnﬂf(t)dt < Z Uy

k=1 k=1
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Pour démontrer I’équivalence, il convient de démontrer I’implication dans chacun des 2 sens.

* Montrons d’abord que I'intégrale | 1+°° f(t)dt converge = ) u, converge

On sait que :

ntl n+1 ntl n+1

Z Uy — 1ty < f FDdt & Z U <y + f F(D)dt
k=1 ! k=1 1

Comme, par hypothése, f = 0 :

flnﬂf(t)dt < flnﬂf(t)dt + f+°:f(t)dt = flmf(t)dt

n+
Ainsi :

n+1 +oo
Zuk Su1+f ft)dt
1

k=1

Soit :

n+1 n+1

Upis = ) e = Y f(K)
k=1 k=1

Uns1 —Up =Upyy = f(n+1)

Comme, par hypothese, f = 0, U,y — U, = f(n+ 1) = 0 donc la suite (Uy,)pen+ est
croissante

Or, on sait, par hypothése, que : [ 1+°° f(t)dt converge.

Donc :

(U nen+ est majorée. La suite (U,,),en+ étant, en outre, croissante, elle est donc bien
convergente.

En d’autres termes la série )’ u,, converge
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* Montrons ensuite que ), u, converge = | 1+°° f(t)dt converge

Par hypothése, dans cette partie de la démonstration, ), u,, converge. Donc la suite
n
Un = Z Uy
k=1
est majorée. Soit M son majorant.
Dans ce cas :

VnEN, U, <M

Or:
n+1 n

f F(O)dt < Zuk=UnSM
1 k=1

Donc :

n+1
VnEN*,f fdt <M
1
Soit :

F(x) =f f(t)dt

F'(x) = f(x) = 0 par hypothése. Donc F est croissante et on vient de voir que :
n+1

vn € N7, f@dt=Fn+1)<M
1

Par conséquent F' est majorée par M.
Ainsi, F' a une limite finie lorsque x tend vers +oo

Finalement :

+00
f f(t)dt converge
1
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3. Utilité : séries de Riemann

dt .
- converge sia >1

. N I . +0oo
On sait, d’aprés le critére de Riemann que | 1

Soit f(t) == = t~% pour t € [1, +00[

tax

fune fonction définie et positive sur [1, +o].

En outre :

f'(t) = —at™* 1 = ——_ < 0,Vt € [1,+00[ et en supposant que a > 0.

ta+1
Donc f'est bien une fonction définie, positive et décroissante sur [1, +oo[, pour @ > 0

Dans ce cas :
o 1 .y +oo dt
La série ), — converge ©lintégrale | 1 7 converge

Finalement :

1
2. —-converge & a > 1
n



